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De nulvunten en het asymntotisch gedrag der Bessel functies.

§1w Inleiding.

Fen Bessel functie van de orde Y is elke onlossing y = C, (x)#fo
van de differentiaalvergelijking van Bessel van Je orde Yo
(1) ng“+ Xy '+ (XZ—X)E)y = 0.
Behandeld worden hier
%a) De reéle nulpunten van de Bessel functies. (Br zijn er oneindig
veel als C};(x) regel is voor re€le x:; hun asymptotische afstand is ).
b) Het asymototisch gedrag der Bessel functies voor grote re€le x

(ils Cy (x) re&el is voor reéle x dan oscilleert C,, (x) voor grote x
met een amplitude evenredig met x =).

o) De niet reé&le nulvunten van de Bessel functies (Plaats en aantal
in het bijzonder als Cl)(x) redel is voor reéle x).

Gewoonliik worden de zenoemde onderwerpen alleen behandeld voor
zeey speciale Bessel functies, zoals ;7v (x). De afleidingen berusten
den wvaak op een speciale integzrual of recks voor de speciale Bessel
functie die onder de loupe genomen worddb. .
Tn deze voordracht zal stesds een of andere vorm van de differentiaal-

%vergelijking (1) als uvitgangspunt worden g:nomen. Conclusies uit de
difierentiaalvergelijking zijn geldig voor alle Besscel functies, en
ni¢t alleen voor spuciale Bessel functies, waarvoor ceén mooile integraal-
voorstcelling bustaat.

§12. Recle nulpunten,. |
Uit (1) volgt dat u = x°C, (x) voldost aan
(2) u't o+ {‘1+(% -)92)x'2} u = 0.
Joor grotc x geldt dus bijna u" + u = 0. Mcn kan dus verwachten dat
% voor grotc x zich ongevecr gedraagt als A sin (x+79 ). Tot op welke
hoogtc is dit juist?
D¢ functie v = sin k(x- X) voldoct aan
(3) v o+ kzv = 0.



-0
Uit (2) en (3) volgts _
u”v - uv = -g ‘i-k + (-— )’2)x"2){uv,

: %
(4) [u‘v - uv'l( = f )1-}( + (-3: \’2)}{ 2} u(x) sin k(x-«)dx (0 <xp)

Laat u rcéel z:un voor X/ 0.

a) Voor O<k = 1{1 <1 bestaat X, zo groot dat
1=k, < (l - Vz)x—2> 0 voor X>/X1) 0.

Neemt men nu in (4) k = =Ky A pEygoen B=o 4 Tr/k1 dan blijkt dat .

u tenminste ¢n nulyunt heoft tussen X en (3 . D¢ afstand tussecn.wep—
volgende positiecve nulpunten van C ., (x) is < T?'/k1 als x 2 X, Daar
dubbole nulpunten nict kunnen voorkomen (bohalve voor x = 0) en 9D~ _
hopingspunten van nulnuntoen helemaal nict, kan men de positicve nule
punten van Oy (x) rangschikken naar opklimmende groottes 9\’1 < X 5 CLoonoe

Ve hebbent
T

A g1 =X S “1_5{ voor of Y, X‘](k‘l)'
Nb)  Op soortgulijke wijze vindt men als lky > 1
Ape1 = F I, voor &, > xy(ky).
Hicruit volgt v
llm - ’< = .TI »
M n+1 n

Zonder veel mocite volgt uit de doefinitie van x, c¢n Z, dat
A= n TN+ oD, ‘ i
) -+ 0(3)

§3. Asymptotisch gcdrag.

Laat u = x°C y(x) reéel zijn voor x>0, u vn u' kunnen niet tcgo-
lijk nul zijn als x> 0. Stul nu
(5) u = £ sint , u' = p cos (z>»0).
;x )«)(x)> 0 is c¢emduidig bepaalde (@ hooft cven continuc afgeleide.
©(x) is ecnduidig bepaald als we zijn waarde in cen willikourig punt
x> O kiezen en eisen, dat € (x) continue is. Dan heeft ook £ (x) een
continue afgeleide. Uit (2) volgt:

(6) %' = (Y "= j})x“d sin 20
g' = 1 + ’%‘(‘YQ— -Z:)X—z(cos 20 ‘()

. . -
Zonder moeite leidt men hieruit af dat 9(x) - x —> een limiet u als

X =20 4 €n
) D (x)

of preciezer
O (x)

Men vindt tevens dat
p(x) ~>A>0 als x =20 , en

}fﬁ)(x) A+ 7 (x—z).

il
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+
+
o]

o+ 3w °- %)x"h U (x~2).
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Tenslotte

r\le
o

4 - —

C,(x) = Ax"Fsin(x +§ )+3( yz- %)Ax

als X wpo0

)

cos(x + 94 0'(x

Men vindt hier nogmaals dat C>)(x) oneindig veel positieve nulvunten
heeft met asymptotische afstand 1T .

§ 4. Niet re&le nulounten.

Lemma. Als w(z) een analytische functie is, en we stellen z = relp,

dan wordt &W(W)JQ

= f(r's(f))s

en deze T voldoet aan

]

2 2, 5 —
- = Imyzw" + 3z o
= yzowt o+ ozw'y W,

w'(z).
5 .
Nu geldt voor de Bessel functie w = C>;(z) blijkens (1)

v
waarin w' = W'(Z), w

i

(o]
27+ ozw! = (V° - zz)w,
zodat voor 5
5 gf
(7) ——ie = (2r sin 2& )f.
Jr a¥

//\'

. ) L . . K y ,
Integreert men (7) over & en r: 3\\v)o s U -/1:: 5 O<.ro§;r$ Tys
dan blijkt
(8) f(ro,é9 )- ( O,T?1) + f(r1,£91) - £(r,, &) = 0
voor 0 & o ( , 0 Cry< r, -

Uit (8) kan men o.a. afleiden
“a) Als X O:P 0 zo is dat }C~y(x)\ P AN (9(0)\ VOOr Xy X (in het
bijzonder als O(O een nulpunt is van Cy (z)), dan heeft C,, (z) geen
niet reéle nulpunten met Rez >0 buiten de cirkel r = CKO'
Is C)j(z) regel voor z = x> 0 dan heeft Cy (z) een kleinste nulpunt
C%C)jy(), Er kunnen dan hoogotens eindiy veel niet reé&€le nulpunten zijn
in Rez > 0,
b)  Als KBOJEO zo is dat )C«g(iy)l S| C ?<i“éo)\ voor ¥y 4:/30 (in het
bijzonder als i(ﬂo een nulpunt is van C ,(z)), den heeft Cy(z) geen
niet zuiver imaginaire nulvunten met Imz 20 binnen de cirkel r = /30.
¢) Toepassing op lu_< ) - Yy (2z) heeft voor ).> -1 geen niet reéle
nulpunten. Voor 7V < ~1 kan men een cirkel of ringvormig gebied aangeven

waarbinnen alle niet reéle nulpunten liggen.

@5 Kleinste positieve nulpunt van ju (z). .
Noem het Y, . Voor Y> =1 is ?{ een monotoon toenemende conbti-

nue functie vanV . Als YW -1 dan Y, ™ O, en als Y —ev dan X;*‘ﬂﬁ

( X)) /’y -> 1),




-l
Voor ¥ tussen tvee opvolgende negatieve gehele
¥y eveneens een monotoon toenemende functie van ¥ 5 V. -2 0 als
N/ -5 Y N ‘
oy =k=1 en Yy T Vyoals ¥ T -k,

. .. -y
£ 6. Geboorte van niet refle nulpuntern van g ‘/; (z).

Wy, = z-v gz (z) is een gehele functie van z: de nulpunten van w
zijn continue functies van ¥ . 2le J varieert kan een reéel nulpunt
van w slechts dan overgaan in een niet reé€el nulnunt als het een multi-
pliciteit 2?2 hesft, immners de niet reéle nulpunten komen in toegevoegd
coiblexe paren voor. iTeervoudige nulvunten komen alleen voor in z=0,
en alleen als Y = «k (Iz = 1,2,...). Voor W = ~k hLeeft w een 2k-voudig
nulnunt in z=0. Alg ~t=1< Yy < =l heelt w geen nulpunt in z= (in het.
bijzonder dus geen meervoudig nulpunt). Als Y dichtbij -k ligt ( ¥ < =k)
dan ligt X&, dicht bij H’k. Waar zijn. e 2k nulnunten dan gebleven, die
w voor ¥ = =k noz had in 2z=0? Die zijn van de re&ls as afgegaan toen
Y kleiner werd dan -k. Als Y, -k-1 dan trekken de 2k niet reéle
nulpunten van  zich weer samen op z=0, tezamen met Tfy . Voor Y = -k-1

heeit w dan een (2k+2)voudig nulpunt in z=0.

Dazy de nulpunten wvan .Ju (z) zowel symmetrisch liggen t.o.v. de reéle
zls t.o.v. de imaginaire as, en daar er Tten hoogste twees rulver ima-
ginaire nulpunten kunnen zijn, zullen er »rocies twee zulver imaginaire
nulpunten zijn als -2p.¢ Y  =-2p+1 (p = 1,2....), en geen enkel als

-

~2p-1\ Y < =2p
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